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A DISTRIBUICKO LOGARITMO-NORMAL E A SUA APLICACAO NA ESTATISTICA

DOS PARTICULADOS FINAMENTE DIVIDIDOS

INTRODUGAO:

Em que pese o estigma de sua denominagao derivativa, a distribuicao logarit
mo-Normal & t3o fundamental na estatistica como a sua propria distribuicao
mie. Tal como para esta, embora mais recentemente (1879, originou-se na teo
ria de combinacao de erros elementares. 0 fato de que a operagao de adigao
& para o homem menos complexa e mais intuitiva do que a de multiplicagao de
ve se constituir na razao da ordem cronologica de advento de uma e outra -
distribuicdo pois se assim nao fosse seria perfeitamente 1icito esperar -se
que a distribuicdo Log-Normal fosse a de origem. Ainda como para a distribui
¢ao normal, a distribuicao Log-Normal encontra na natureza inumeros *  exem
plos, principalmente nos processos de mudanca e de crescimento.

As distribuicoes mais frequentemente utilizadas na estatistica das particu
las finamente divididas s3o: Normal, Logaritmo Normal, Rosin-Rammier e
Nukiyama-Tanasawa. Em geral, a distribuicdo de particulados originados por
condensacdo, reagoes quimicas e precipitagao (chuva) e satisfatoriamente re
presentada pela normal. As demais distribuigbes sdo empregadas quando as
partTculas sdo geradas por processos de desagregagao mecanica do meio ori
ginal.

As distribuicbes de particulados finamente divididos, provenientes de pro
cessos naturais atuantes sobre o solo e as rochas ou como resultado de ope
racoes mecanicas tais como a moagem, trituracdo e classificagao, sao geral
mente marcadamente assimetricas apresentando como relagao entre o maior e
menor tamanho una magnitude da ordem de centenas. Alem disso, a escolha de
uma descricao matematico-estatistica fica bastante restrita pois os investi




2.

gadores estao interessados em parametros tais como o diametro, o peso, a,
area superficial externa e o volume, os quais estio ordenados em potencias

ascendentes de uma mesma variavel, e ainda por razoes fisicas ou por dispo
nibilidade de um certo método analitico, & conveniente tomar medigoes em

termos de uma caracteristica e expressar os resultados em termos de outra.

Fm 1929, Theodore Hatch e Sarah Choate mostraram explicitamente a vantagem
da utilizagao da distribuicao Log-Normal na descricao estatistica do famg
nho de particulados finamente divididos, resultantes da desintegracdo meca
nica de rocha. Em 1933 o mesmo Hatch estabeleceu a relagao entre as curvas
de frequencia de tamanho em numero (contagem) e peso. Tal experimento se
constituiu na primeira referéncia literaria de uma importante propriedade
da distribuicdo Log-Normal (distribuig¢ao de momentos).

" Modernamente, intmeros modelos matematicos relacionados ao estudo das  con
centracoes de poluentes atmosfericos estao calcados no uso da distribuigao
Log-Normal. Assim sendo o estudo da mesma torna-se um importante marco na

Engenharia Ambiental.  _

0 presente resumo ndo traz qualquer inovacao sobre o tema, mas apresenta de
talhadamente todos os tdpicos necessarios ao perfeito entendimento do as
sunto hoje em dia apresentado em livros texto de forma muito resumida, .1in
capaz de fornecer ao interessado uma visdo satisfatoria do ponto de vista -
matematico-estatistico.

PRINCIPAIS ATRIBUTOS DE DIAMETRO DE PARTICULADOS

Nas atividades de avaliacdo em Higiene Industrial e Controle de Poluigao
Atmosférica, a caracterizagdo de aerossois quanto ao diametro dos particula
dos & sempre funcao das necessidades especificas, oriundas da situagdo que
se quer diagnosticar. Entretanto, ndo sdo raras as ocasioes onde o me todo
de avaliacao disponivel limita a caracterizacao a um determinado atributo
de diametro. Nestes casos, dependendo da qualificacao da amostra obtida -
quanto a sua adereiéid a uma distribuigdo estatistica, podera ou nao haver
possibilidade de conversdo para o atributo de diametro desejado, sem perdas
de exatiddao matematica e significado'fTsico.

0 presente trabalho & relativo ao estudo da distribuigao log-normal, entre
tanto para melhor exemplificar o que sdo os atributos de diametro, podemos
verificar o exemplo que se segue :




Seja a distribuicdo de partTculas obtida :

A T L T . l S
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frequencia
d(um) | absoluta (d)? (unf*) (d)?(um®) (d)* (um*)
(n)
1 1 1 1 1
2 1 4 8 16
3 1 9 27 81
4 1 16 64 256
5 1 25 125 625
6 1 36 216 1296
7 1 49 343 2401
8 1 64 512 4096
9 1 81 729 6561
10 1 100 1000 10000
'2d=55um | N = Zn = 10| £(d)* = 385| 2(d)’= 3025 5(d)"* = 25333
‘Diametro em Numero :
P O T S,
N N ; 5,5 um
=5.1/2 Td2 \1/2  ,385\1/2
= d R - [ =
MAgy = (d°) AT 6,20 ym
fere—” # 3 ’
WAy o (@)% = (2412 (3025)1 7 g 7

N

10




Isto €

- 10 Particulas de 5,5 ym alinhadas terao o mesmo comprimento
total que a distribuigao original.
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- 10 Particulas de 6,20 um cada igualara o mesma superficie to
tal da. distribuicao original.

- 10 Particulas de 6,71 um cada igualara o mesmo volume total
da distribuigao original.

Diametros em Extensdo :

MALS = wd F5 = 7,00 {m
nd¥.1/2 3025 \1/2
MA = — = B = 7,41( A
Ly (zd ) ( o ) » |

~ 0 diametro medio superficial em comprimento (MA| o) representa uma distri
buicdao onde o nimero de particulas, e o:volume total passam a ser resultan

tes, ou seja
S 55 385

Ng === = —=— = = = =— = 7,86 particulas
dig Qg 7. ()7
— 3
Vis = (dg) - (Ng)
— 2
@oys To B2 Ly, 88%) L osap,8e =+ 303
LT LS Ty 7.86
LS ‘

Vg = (343) . (7,86) = 2695,98 = 2696 m’

o comprimento total e a area superficial da distribuicdo original ficam
mantidas.
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- 0 diametro medio volumetrico em comprimento (MALV) representa uma distribui
¢do onde o numero de particulas e a area superficial total passam a ser
resultantes :

3026 3025

= = 7,417 particulas
) (7,416)% 407,86

LV

3
A T

S (55) . 7,417 = 407,92 yn?

LV

o comprimento total e o volume total da distribuicdo original ficam man-
tidas.

RESUMINDO :

7,86 particulas de diametro (MALS= 7 um) reproduzem o mesmo comprimento - e
a mesma area superficial total da distribuicao original.

7,417 particulas de diametro (MALV= 7.416 um) reproduzem o mesmo comprimen-~
to e o mesmo volume total da distribuigao original.

Diametros em volume/area :

3
MASV = 23_(_1__ = ..3..9..2..5“.2. = 7,86 um
£d? 385 ‘

Diametros em volume ou massa @

L Uy

nd? 3025

Dependendo da propriedade que se quer verificar outras potencias de diame -
tro podem ser envolvidas.




DISTRIBUICUES CONTINUAS: CONCEITOS BASICOS

ACONTECIMENTO ALEATORIO:

Um acontecimento diz-se a1eat6bio quando se caracteriza por admitir multiplos
resultados possiveis e ndao se dispor de elementos de razao suficientes para
afirmar qual désses resultados se produzira em determinado instante. Na maio
ria das circunstancias & possivel metrizar um acontecimento.

PROBABILIDADE: (PARA DISTRIBUIGUES CONTINUAS)

‘ E o limite para o qual tende a frequencia acumulada relativa quando a amostra
tem um numero de elementos tendendo para o do universo. Esta frequencia acu
mulada relativa se aproximara da probabilidade da variavel aleatoria ser me
nor ou igual ao valor considerado na populagao.

VARTAVEL ALEATORIA:

E uma funcdo definida sobre um espago amostral. No caso de ser continua, pode
assumir diferentes valores em um ou mais intervalos do mesmo.

FUNGAO CUMULATIVA OU FUNGAO DE DISTRIBUICAO:

Sendo a{variévei aleatoria uma fungao definida sobre um espaco amostral, pode
se associar probabilidades aos seus diferentes valores. Isto e realizado pela
~ fungdo de distribuigao F(x;)

Assim a fungdao de distribuigdo de uma variavel aleatoria continua (x) no pon
to (x;) e igual & probabilidade de (x) ser igual ou menor que (X:).

Consequentemente, a probabilidade de que x possua um valor entre X1 € Xy sera
expressa pela diferenga entre os valores obtidos pela funcgao distribuigao nes
ses pontos, isto & :

P(x1 < X € X2) = F(x2) = F(x1)
de forma analoga : P (x > Xi) =1 - F(xy)e
Se F(Xi) for a fungdo de distribuicdo da variavel aleatoria continua x defini
da no intervalo x € (a,b), entao:

- Lim F(xi) = F(a) = 0
o
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- Lim F(Xi) = F(b) =1
X;+ b

- F(xi)z 0 para x, sobre o dominio de x

- F(X_i)>/ F(XJ—) . Se X1. > Xj

FUNGKO DENSIDADE DE PROBABILIDADE

Tendo em vista a infinidade de pontos do espago amostral de uma variavel aleato
ria continua, a probabilidade associada a qualquer valor da variavel sera zero.
Como ja visto, o conceito de probabilidade nas distribuicdes contTnuas estd as
sociado a frequéncia acumulada. Consideremos a probabilidade de uma variavel -
continua x estar compreendida em um intervalo (a,b):

P(a < x<b)

Esta probabilidade dependera da :

. extensao do intervalo considerado : (b - a)
P(a < x £ b)
(b - a)

. concentragao de probabilidade no mesmo intervalo :

Sendo P (a < x & b) = F(b) - F(a), a concentracao de probabilidade dentro do
intervalo fica expressa por :
Fa) - F(a)
(b -~ a)

Se a extensao do intervalo puder ser elementar;
“(b - a) = Ax, podemos representar: P (a< x g b) =P (Xi < XS Xy ¥ AX)
. Se o incremento tender a zero, pela propria definigao de derivada teremos:

vim PO+ 80 P0G e ) = o [F0] = F(x)
Ax ~ 0 Ax

Em que pese f(x) nao ser uma probabilidade, o’produto f(x).Ax aproximadamente
iguala P(x,.i <X Xt Ax), desde que o valor do incremento seja diminuto, pro
vindo dai a expressao "funcao de densidade de probabilidade".

Face ao verificado : d[F(x)] = f(x) . d(x)

Integrando, obtemos : F(x) = J[bf(x) . dx
a

0 grafico de F(x) @ uma curva sigmoide que representa a area compreendida en
tre as ordenadas levantadas a partir de a ¢ b, 0 eixo real e a fungdo densida-
de de probabilidade f(x). '




ESPERANGA MATEMATICA:

Se x £ {a,b) for uma variavel aleatoria continua de funcdo densidade de probabi
lidade f(x), a esperanca matematica ou expectancia de x ou ainda a media aritme

tica e definida por:

E (x) =erbx.f(x).dx
a

Verificam-se as seguintes propriedades:

E[E(x)] = E(x)

- E(k.x) = k.E(x)
= E(Zx3) = & E(x3)
-E(ﬂ m- -7 E(xj)
li=1 i=l
- Valor minimo x < E(x) < valor maximo de x
- B (xty) = E(x) + E(y)
- E (x.y) = E(x) . E(y), para x e y independentes.

Se figurarmos a fungao de densidade de probabilidade como um procedimento de
ponderacao relativa aos valores da variavel aleatoria em seu doanib, a esperan
ca matematica E(x) pode ser fisicamente interpretada como o centroide da distri
buicao (centro de massa e tambem centro de gravidade se o sistema estiver em um
campo gravitacional constante) pois serd um ponto em torno do qual a somatdria
das distancias pela ponderacdo a esquerda igualard o valor obtido a direita pe
“To uso do mesmo procedimento. )

MOMENTOS DE UMA DISTRIBUICAO CONTTINUA:

Se x for uma variavel aleatoria continua definida no intervalo (a,b); com fun
¢ao densidade de probabilidade f(x), por analogia fisica ao conceito de momen
to da mecanica racional pode-se definir o momento de ordem y em relacio a ori

gem como :
o= djﬁbxr.f(x).dx =E (x")
r a

Para o momento de ordem r centrado em relagdo a média aritmética a expressao fi
ca definida por :

b .
mr=lxg [x = E(x)]" . f(x)idx = E {[x - E(x)]"}

a




Se x4 com J=1,2s ..., ,k sdo os valores assumidos pela variavel aleatoria x
com as frequencias f1,f2,....,fk; podemos tambem expressar :
k ‘ P k
x. fj (x5 = A) I fy d"
my = d=1 = 971 i sendo N=,
N N J

fi = If
1 J

[ ne Mo

r\ U —
m.r = Efﬁﬂ_ =d = (x - A)r‘; sendo d o desvio em relagao a um ponto A

MOMENTO DE PRIMEIRA ORDEM:

m =E(x)=1u

1

m o= E{x - E(x)]} = E {[x - m/]} = E(x) = E(m') = u-p =0

MOMENTO DE SEGUNDA ORDEM :

m o= E(x*)
- M= E{[x - E(X)]zl = E {x* -~ 2x . E(x) + fE(X)]Z}
CMmas E(x?) - 2 E(x) . E(x) + E(x) E(x) = E(x?) - E(x) E(x)
A LR - 2
me = m! - m? (expressa a variancia : i f o (xg =Ny

N

MOMENTO DE TERCEIRA ORDEM:

v 3
m ‘E (x*)

ms = E {[x -~ E(x)]%} = E {x® = 3x% E(x) + 3x [E(x)]? - [E(x)]°}
“omy o= E(xP) - 3 E(x?) E(x) + 3 E(x) L[E()]® - [E(x)]?

my =m' - 3m'm'  + 2m'3
3 2 ' 1

MOMENTO DE QUARTA ORDEM:

m = E(x")

E{[x - E(x)]"} = E{x"~ 4x°E(x) + 6x*[E(x)] 2~ ax[E(x)]* + [E(x)]"}
My E(x") = 4E(x®) . E(x) + 6E(x*)[E(x)]? - 4E(x)[E(x)]® + [E(x)]"
my, = E(x") - 4 E(x®) . E(x + 6. E(x2)[E(x)]? - 3[E(x)]"

My

1

=
=
i

My = 4 Mg My + 6 my m? = 3m"
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A DISTRIBUICKO LOGARITMO-NORMAL UNIMODAL DE DOIS PARAMETROS

A distribuicdo Log-Normal em sua forma mais simples pode ser definida como &
distribuicdo cujos logaritmos das observagoes se distribuem normalmente.

Seja a variavel aleatoria contTnua X definida no campo positivo, tal que Y =
InX seja normalmente distribuida com media aritmetica (u) e variancia (o®).
Pode-se entEovdizer que X estd distribuida de forma logaritmo-Normal.

Y : N (n;0®) - NORMAL
X : A (3 0®) - LOGARITMO-NORMAL

ou seja; com as seguintes fungoes de distribuicao:
A (x]u s 0%)
N (ylli s 02)

P{X < x}
P{Y < y}

i

Portanto, por definigao

=

—~
>

~
]

= N (In x) 3 (x20)

=

——~
pad

~—
H

0 ; (x<0)

FUNGRO DENSIDADE DE PROBABILIDADE L.OGARI TMO-NORMAL

E ja sabido que Y : N (u, o®) possui como fungao densidade de probabilidade a
sequinte expressao :

L ep [l (v - L ey <
1o [-gx -] <y <

fm =

Para obter-se a fungiode densidade de probabilidade X : A (u , 0% ) dever-se- a
aplicar o Metodo de Transformagao De Varidvel para fungbes de uma Unica variz

vel aleatoria continua como abaixo descrito :

"Se y for uma variavel aleatoria continua com fungdo de densidade de probabili
dade f(y) definida sobre um certo espago amostral e se x = h(y) for uma fungao
estritamente crescente ou decrescente de y sobre um espago amostral definido,
a funcao de densidade de probéb11idade de x ficara expressa por :

fp = f Iy 0] - |

onde o espaco amostral de x fica determinado a partir do eSpago amostral de
y pela funcdo x = h(y), sendo : '




y(x) - fungao inversa de h(y)

dy

- = dy
dx | valor em modulo de I

onde f[y(x)] significa que y(x) fica substituido por y em f(y).

No presente caso : x = h(y) =e¥ 5 x>0
y(x) = Tn x
dy . 1
ax X

Assim sendo :

1 1 , ’
f(x) = e exp[«-gai-.(ln X - u)2].|—%l
1 1
) = e— - i - u)?
Fx) V2uwloux eXPE“ 20® (I x = u)7]

Da distribuicao normal para dados agrupados e sabido que :

nl% n‘.
£y L.y
uo= 1 . 1
n . ,
g N
1.
mas sendo

11.

a medida de tendencia central na distribuicdo logaritmico normal, corresponden

te a media aritmetica de distribuigdo normal e expressa por :

7 1
% fo . ( nxi)

n
H xf. = N
. - 11
Lt
11
Entretanto a expressio acima nada mais & do que o proprio logaritmo da Media -

Geometrica (MG), pois :

N /fr fa Ty fk
MG = Xy « X, o Xy . xk
: i fy fk
In MG =N Tn(Xy « Xo o vees ‘le ) = 1 (fy Tnxy + Ffalnxg + o0 4 fk1nxk)
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) (] ) n
L f.(In x rf, . Y.
-In MG = l 1 1 = 1111 i - u

Z f1 %f'l

%fi(1nxi)

MG = eu = exp. _Lﬁ____..._
L f.
1 1

Sabemos que na distribuicao normal, os valores da media, moda e mediana estao
superpostos. Na distribuicao Log-Normal, devido a sua acentuada assimetria, -
tal nao acontece. Percebe-se pelo acima exposto que sendo a medida de tendég
cia central da distribuicdao Log-Normal expressa pela Media Geometrica (menor
ou igual que a Media Aritmética para curvas assimetricas de frequencias des
viadas para a direita), a Media Aritmetica fica automaticamente descartada.
A moda, devido ao seu significado, fica também descartada. Podemos entao, por
exclusao, concluir que o valor de tendencia central expresso pela Media Geom§
trica na distribuicdo Log-Normal & a Mediana.

0 raciocinio indutivo acima aplicado fica analiticamente comprovado tanto pe
To calculo do primeiro momento em relagdo a origem (media) como pela  deriva
¢ao da fungao de densidade de probabilidade Log-Normal em busca do maximo (mo
da).

MOMENTOS DA DISTRIBUICAO LOG-NORMAL EM RELACAO A ORIGEM

Para qualquer distribuicao A (X |u, 0?), o momento de ordem r em relagao a ori

~gem fica definido por :

m'y = uJ// x" f(x) . dx
a

Onde a e b sdo valores pertencentes ao dominio da variavel aleatoria continua;
x e (03 + @),

Assim sendo, para a distribuicdo LOG-NORMAL ter-se-a :

my = -WJﬂw x" L f(x) . dx
0

.Para evitar maiores complexidades no desenvolvimento da integral acima  deve-
se operar a mesma com a utilizacao de sua transformada x = e e consequente

uso da funcdo densidade de probabilidade para a distribui¢ao nor-
f(y). Assim substituida a variavel por sua transformada teremos

mente com o
mal, isto @




1l y-u
r = 6-2(

+ [s0]
e y - .’!,_

= 00
Aplicando uma nova substituicao de variavel: l1=QQi%JL~ .

Teremos :

13,

y =ou+y
. dy = odu
Logo :
rlou + L
m'r —7§=f— U e Z . du
u2
m'r = . du
: -% - 2rou)
R . du
/?ﬂ
. (w %fu—-ro) - o? r?]
m'l" = ‘/q' o du
2 wﬂ; 8
S £ oo .
1 ru s 00 - (U= ro)
mr = — e " e’ 7
V21 e ¢ » du
Aplicando nova mudanca de variavel
V=uUu-or
dv = du
1.2 2 v?
-gTy oo a
mr = T e, e 2 e dv o
47??’» - 00

| to  y2
Sendo conhecido que _] - = -
VEE/[iwe 2 .dv =1

a fungdo distribui¢do da distribuigdo normal.

e o valor maximo que pode assumir
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Idéntico na distribuicdo Log-Normal & f(x)dx = 1 = N
Que representa o momento de ordem zero. Assim no sentido fisico :
1 2
= 0% . r
I 4 2 C
m e’ .e L m
1
m' = o’r?
—Loo e e
!
L

Do ponto de vista matematico (numerico)

. . 1,

m' = eru+2r02
r

Como na X : A (p30?); x>0 & uma condigdo de existencia, podemos usar a ex

pressio geral do momento em relagdo a origem para a verificagao da media -

aritmética da distribuigdo (primeiro momento)

u o+ %-02
mo= o = e (MEDIA ARITMETICA)
Sendo o segundo momento a expressao de uma medida de dispersao em relacdo a
média aritmetica torna-se necessario converter a expressao do momento  cen
trado na origem para o momento centrado na media :
82

mosomp - (ny)?

1l

| 1
N R AL RS S PR TR X

62 =m, = eZu . eZOZ.-_ (e2u + 0?‘)
B =y = oM, e L - (e eoz)
@ =m, = e, ) (e"2 - 1) ~ (VARIENCIA)

Por definigio a variancia & igual ao produto do quadrado da media aritmeti
ca pelo quadrado do coeficiente de variagdo; isto & p* = o*n?

1
T 2
De fato, =le 4 T = S
2

W o= (e0 - 1) expressa o quadrado do coeficiente de variagao.

;  portanto a quantidade

0s demais momentos, relativos ao calculo dos coeficientes de assimetria
e curtose, respectivamente o terceiro e quarto momentos, sao tambem defi
nidos em relacao a media aritmetica.

DRSERTAL

FB 51 DE SARERHAENTO

“
ANIIRIT 13 KRV IR 1
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M =

]

ou ¢

1

12 2 3.2
U+ 2o 3u+ 50
7 2 . g 2
3 [(e ) ,(e2“+2° )] +2 (e )
1 2 3
=0 2 = O
3 (e¥ e 2 e2u . e20 )+ 2 e e?
-5 2 3 2
e O = O
5 3 2
=0 =0
e’ v 2 e )
3 2
Ju+ 50
= 5} 2
2 2 2 2
= (m2P= (7 - 1) = e 1 3% 3% -1
2 ‘ 2 2
= )t = (% - 1) =60 - 2e% 41
3u + 32 302 202 o 20?2 o?
2. (e - 3e + 3e” -1+ 3e - be
3 2
3u + —2‘6‘ 2 2
= e (e?’(y ~ 3% 4+ 2)
302 2 2
= e eﬂfZ (93U - 3% +2)
) 3 2
Sy o ) 20 “y
& e3” e e3‘Or - 3e3“ e“ e 4 26311.
9 2 5 3
T O __0.2 __02
g QBH e 2 - 3 (’33‘1 82 + 2e3u e2
9 .2 5 2 3
=0 = 2
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m, = m; - 4 m;,m; + 6(m{f . m; - 3(m;)*

m, = ;4u "o 4(9u%%02) (EQU4?%JOZ)‘+ 6 (P F Oy (o 202)-3(e4}1e202)
| , 1y 9 42

m = e4u 80 . 4(eu.e2 e3” . e’ )+ 6(e211 egr,ezu'ezcz)—3(94”, 202)

m, = e4ﬁ 8o* 4(é411 e50 ) + 6(e4”. e302) - 3(e41l . ezoz)

m, = e4“ (e802 - 4e502 + 6e302 - 3e202)

Analogamente, podemos verificar :
m, = o (2 +6n'%15n°+16 n® + 3 n*)

Coeficiente de Assimetria:

n®+3n

Coeficiente de Curtose:

a* (n'2 +6 n'°% + 15 n® + 16 n® + 3 n")

§, (x) = M3 = - 3
B‘i . a»‘i.n"%

6, (x) = n® + 61+ 150"+ 16n%+3~3

s (x)= n*+6n°+ 150"+ 160
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~A MODA DA DISTRIBUICKO LOG-NORMAL

1 .2
W50 . .
Como ja verificado, m; =0 = € v representa a media aritmetica da dis

tribui¢ao Log-Normal. Para a determinacao da expressao da moda basta veri
ficar o maximante da fungao Log-Normal de probabilidade.

f(x) = 1 e [ (Inx - u)?]
X ov/Zn 20
Sabemos que :  d{uv) = u.dv + v.du
d(u) = nu(0-1), dy

Portanto :

1 o 2y . 27t 1 ]
{ -, exp[ e (In®x = 2.1nx . u +u )]'];Ei;z (2'1nx“§

S201) W]+ () L exp [——— (Tnx - w)2]}
X - x2 T 20%

%'(X) = 0 L expl—e (x - 2.0k, pu?) T, (- Tnx + )] +
: o2 X [ 20 B [xo2
*-(:’1,“). exp [,__“_ nx = 1)2]}
x? 202
F1(x) = exp (Tnx + u)?] L ) i oexp
(x) = —= [
[-—L (Inx = w)?]3
20%
FIx) =Ll L (- exp [~ —— (Inx - u)?]} (X gy
¢) Zﬂj X2 ()‘7
f'{x) = 0; "135w%mﬂ~— 1=0
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2

Inx =u-o0

. H

2
X = o (H-0 ), ¢ maximante pois f"(x)<0.

' - 2
Portanto a moda e expressa por et O

H

Assim sendo a media geometrica MG = e so podera representar a medida da

mediana.

Pontos de Inflexao

Pela resolucdo da segunda derivada, quando jgualada a zero, obtem-se :

2
x = exp. [0 -2) 2o V “EI o*]

2

Relacoes entre as medidas de tendencia central

MA* > MG > MODA

3(52
MODA . MG]"‘ - e T

VA MA

AREAS SOB A CURVA DA FUNGKO DENSIDADE DE PROBABILIDADE LOG-NORMAL

0s Quantis de ordem g, gq de A (u,o0?) e Zq de N (0 , 1) relacionam-se  pe
la expressao : W2 .0
=e q

q

Por exemplo, o quartil inferior e 5?5% =M 0,6745c

ja que na N(0,T1)
una 3rea de 25% 3 esquerda corresponde a um desvio reduzido de ( -0,6745).

Pode-se entio definir o desvio padrdo geometrico em relacdo a mediana :

Na N(0,1) : )
zq = 1 (UM DESVIO PADRKO) = KREA = 84,13%
portanto na A (u ,0%) & 584 13 ° et lo
Se dividirmos pelo valor da mediana : 550% = 9“4'00 = !
vem & a3 &MY .
—te = = e =0
E"50% oM g




ou inversamente :

ESO% _ et = &
AL e

o =
9 £15,87 e

Observa-se pela Definicdo acima que o Desvio Padrao Geometrico (gg) e

adimensional e major ou igual a unidade,

OUTRAS EXPRESSUES DE INTERESSE :

~ Relagdo entre o Desvio Padrdo Geometrico, Media Aritmetica e Variancia:

2 2
B2 = MY (7. 1)
1
pis o
o =e °
2
Pode-se notar que g% = o ( e - 1)

2 2
ﬁ; = ¢¥ 1
o
2 2
' e’ =§-“+1
042
R A < L
ine” = 10 {5+ i)
o
2 I 2
o= Tn (B +1) no=1m00E
0? a?

i

2
e = exp [,1n0'5 CE )]
0&2

Q
i

2
exp ['1n0'5 (-E— + 1]
‘ : (xz

- Relagio entre MEdia Aritmética, Media Geometrica e Desvio Padrdo Geome
trico de uma mesma distribuigao :
2 1 2

1. ko 2
Ok = e“ * 2 o = e"u . e-z = MG . e0.5 In Ug
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\ = O
MG [exp(0.5 Tn%og]

ou,
10MG = Tna - 0.5 1nzcg

Tno = 1nMG + 0.5 ]nzog

- Relagao entre a Moda, Media Geométrica e Desvio Padrao Geometrico:

o2
Como verificado : Moda = e ~7 = _EE
e02
S MODA - Mﬁ
e02
s sendo og = e’
lnog =g
1nzog = g2
y MODA e MG . exp [ In2g 1 ’
[ ) = 2 = L4 -
e]n Jg g
Obs:  MODA = — O o MG
] +§_.. 4]

- Relagdo entre Variancia, Media Geometrica e Desvio Padrao Geometrico:

Me = e o (Me)2 = e

2 .2
g% . eZu + 0 (eO - 1)

) o . ’ o2
Og“—e ° o Oﬁlnolg'_::t:}-be :e'::

Portanto :

Ino Tno
p% = (MG)? . o 9. (9g 9~ 1)

Tng* = 21In MG + ]ﬂ%ﬁg + 1In (cg1n69 - 1)
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- Representagdo formal do Desvio Padrao Geometrico :

_[—Efi(Yi - u)z]l/2
B Lty

Y i N(p;o?) == 0

eu_..—-—-*:,» u = .‘nMG

Como MG
g
Efi(Inx; - 1nMG)2 | 1/2
Og = exp

51

Gg=e
Lfj

Variavel Reduzida

Para Y : N (n;0%) = 1z = Y ; 1
Para X : A (u ; 0%)
Sendo : Y = 1nx
TnMG = u
1nog = O
7 - Tnx - 1TnMG
Ingg
S zln oy = Thx - TnMG
z1n cg + InMG = Tnx
Tn (MG . ogz) = Tnx
& MG .o = x ou x=¢et T

9
Obs: Pelo emprego da estatistica de ordem & possihel se verificar as coorde
nadas de plotagem das posigoes extremas .

Se for utilizada a média_aritm@tica, em vez da mediana teremos :

..];0‘2 ,_Ei .2
2 5 O
MA = MG . € = MG =MA.e °©
] 7
X, MG.. Og
R
. ei0
x = MA' o . o2
1
g =ML OlZE)
1.
AREN |
K= MA Lo 2 1)
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Funcdo Densidade de Probabilidade e Fungao Distribuicao

Como ja visto, para a distkfbuigao Log-Normal, a fungdo de densidade de pro
babilidade & expressa por :

1
XNO V2T

Pelas demonstracoes anteriores : o
H

f(x) =

exp [ - E%; (Tnx - u)?]

lnog
Tn MG

1

Portanto pode-se tambem representar :

£(x) 1 exp [- (Inx - 1nMG)? 1
x./2m.1n oq 2 n*og

' /X
1 s 2
f(X) = ———t—— exp .“% [TleiﬁEZ]

A fungio de distribuicdo entre dois valores M, e Mz do dominio da fungdo de
densidade pode ser representado por: -

Cn M?

F (x) = //) f(x). dx
In M
TnM,
X 2
F(x) = L el L] I b)) e
m.hlog : 2 ']nc;g X
i TnM,
TnM,
X
m 3w F
F(x) = — exp m~% [ .__Lmlml—-]=‘ d(nx)
V2 nog In og
TnM

i
Se utilizarmos a definigdo de Desvio Reduzido (z), teremos :

CFIESH - CHR. BE TETRGT 051 Bt CONERENTO MBI
SR LIOTECA

k=




1 (g)

Tn g

Zz =

<o Inx =’z.1ncg + Tn MG

d(1nx) = Inog . dz ; substituindo vem :

22
F(x) = — exp E'J-Zz ] . Inog . dz
v2m.1n og 2
Z
z,
F(x) = — exp [ + 22 ] dz
vem 2
z

Exemplos :

a)-Para verificar a fragdo acumulada menor que a media Geometrica (MG) te
remos para as expressoes com limites logaritmos de integragao, os  se

guintes valores :

M =0
1
M2 = MG
()
Sendo . In "MG"
n g
Para x =M, =0
7 ]an - In MG
1 &=
n cg -
Limin My = - o
M1 -+ ()

Das igualdades simbolicas sabe-se que:

o 4 N = -

P - numero positivo
onde N = - 1nMG @ um numero negativo.

N - numero negativo
- o 4 N - o

Z = = = w00

P P
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Para x = M, MG
R , _ 1Mz - 1nMg n e _ 0
2 = = T 7
. A | 1
Assim sendo para  F(x) . _1_ e 2 z dz
/7 o
- O
| -5 2 Vi
Pode-se provar que e dz = —y 377 ° o
| - 2y) 2
F(x) = L o ]
/o 2 2

Isto prova que a Media Geometrica € a mediana, sendo a medida de tendencia
central na distribuicao Log-Normal.

b)- Verificar a fracao de area sob a curva tendo como 1limites de integracao
M, = MGe M, = (Og.MG)

M, = MG , como ja visto z, = 0

My = Og.MG
(X In g-MG
oI G
| e T P
: g n cg
Portanto,
(%)
-~ |24
F(x) = Wi e . dz
0

e 2 -y -
e ! pode ser desenvolvida em serie, como abaixo, para valores de u < 1,7;
no caso de valores maiores deve ser utilizado o metodo de desenvolvimento as

sintotico.

Z Z 2k
P e g
e . e (1‘) N WT
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Sendo 1 = v°1 3 [i%=1
' it = i
i? = =1
i% = =
a(-2)2
V7 (z//2‘) (z//’/)7 (2/¥2)" (z//?)‘S (2/¥2)° z//z“)m (z//“)l’ (z//“)"‘ (z/V2)* (2//2)°
0l 1 2 31 4] 5| ..6! 7| gl - 9l
Rearranjando,
-(=)? . - g
e T - 22, 3.4 18.2°, 105.2° _945.2'° 10395.z" 135135.2™, 2027025.2 _ 34459425,2%
: 2 41 6l 8l 101 12| - 14| 16} 18]

i
1 :
(%)
N0 B N R A L ,105.2° 945.21010395.2'2 135135, z“‘ 2027025.2° 34459425, 7% | -
o 0 2_! 4 6l gl 10l 121 141 160 8l |

1 .
~E)? . !
V3 L.z, 8.7 15,27 105.7° 945.z" 10395, 2% 1351352 2027025.27 34453425, s
o 3, 2| 5. 4| 7.6; 9.8 11, 101 13020 5040 17436l 19.18 |

P i - R P NS

+
3 sl 7| 91 111 13! 151 17! 19

(-£2)?
j V2 .,dz= 0,8556243919
0

Assim sendo @

,@%22 } {
/}j‘ ve . {i 7% 3.z% 15.27 '105.29 945,21 ]0395 713 135135,2%% 2027025, z17 34459425, 2’1
0

(4}

F(x) = == Ve = —-l:* . (0,8556
( ) /2" ¢ e dZ ( s o )

F(x) = 0,3413

Tal resultado comprova a exatidio da definigdo anterior para o Desvio Padrdo Geomettico.
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¢ - Em que percentil fica localizada a Media Aritmetica (MA) de uma Dis

tribuicao Log-Normal ?

1 5 1 4.2
, H+50 nMe + = Tn“o
a=MA= e % = e 29

. _ 1y, 2
S In MA = TnMG + 3 in og

Inx - 1nMG  TnMA - TnMG  [(1nMG + %—1n20g) - TnM@]

1nog 1nog 1nog

%-1nog ; Portanfo a posicdo de MA & fungao exclusiva do

N
1]

Desvio Padrao Geometrico.

Por exemplo, podemos tabelar :

I 2, = Ino % RREA = 100 F(x)
1 0 50,00
1,3 0,1312 55,22
1,5 0,2027 58,03
1,7 0,2653 ' 60,46
2,0 0,3466 63,56
2,3 0,4165 66,15
2,5 0,4581 67,66
2,7 0,4966 : 69,03
3,0 0,5493 70,86
4,0 0,6931 75,59
4,5 0,7520 ' 77,40
5,5 0,8524 80, 30

6,0 0,8959 - 81,48
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0 PAPEL LOGARITMO PROBABILIDADE

Em geral os formatos do papel grafico comercial americano tem a dimensao de
8 2- in. vs 11 in. A grade grafica propriamente dita e apresentada em duas

dimensdes basicas conforme o nimero de ciclos 1ogar1tmos de base 10 existen
tes.

0 gradeamento mais comum apresenta 2 ciclos 1ogar1tm1cos de dimensao  total
7-— in como ordenada. A abcissa de dimensdo total 9 —-1n apresenta a -~ esca
la norma] de probabilidade com frequencia acumuladas var1ando de 0,01% a
99,99%. 0 outro tipo..de gradeamento, menos difundido, apresenta na abcissa 3
ciclos logaritmos com dimensao total de 9 in. Na ordenada a frequencia acu

mulada varia de 2% a 98% com dimensao total de 6-— in.
CONSTRUGRO ( papel 2 ciclos 16910 x probabilidade )
. Escala normal probabilidade ( 9 %-in)

As frequéncias acumuladas sao provenientes da correspondencia  com
a escala da variavel reduzida (z), simétrica a probabilidade acumu
lada de 50% e encontrada sob forma de tabelas nos textos estatisti
coS .

Para o papel acima referido, de dois ciclos logaritmos, sao utiliza
das as seguintes relagoes, correspondentes a escala de areas :

KREA |z| EREA Iz RREA |z RREA  |z|
509  0,0000 16% 0,9944 1,0% 2,3263  0,01% 3,71%
48%  0,0500 15% 1,0364 0,9% 2,3656
46%  0,1002 14% 1,0804 0,8% 2,4089
44%  0,1506 139% 1,1265 0,7% 2,4573
42%  0,2015 12% 1,1751 0,6% 2,5121
40%  0,2530 11% 1,2266 0,5% 2,5758
384  0,3050 10% 1,2816 0,4% 2,6521

36%  0,3580 9% 1,3409 0,3% 2,7478
34%  0,4120 8% 1,4053 0,2% 2,8782
32%  0,4673 7% 1,4761 0,152  2,9677
30%  0,5244 6% . 1,5551 0,1% 3,0902
28%  0,5825 5% 11,6449 0,095  3,1214
26%  0,6430 4% 11,7511 0,084  3,1559
24%  0,7060 3% - 1,8812 0,07%  3,1947
22%  0,7720 2% 2,0537 0,06%  3,2389

204 0,8416 1,85 2,009  0,05%  3,2905
19%  0,8778  1,6%  2,1444  0,04%  3,3528

18%  0.9153 1,44  2,1973  0,03%  3,4316
7% 0,9541 1,2%  2,2571 0,02%  3,5401




1
Escala Logaritmica : (7 3 in)

Para cada ciclo logaritmo na base 10 :
| X =m 10910 a

m - modulo do ciclo logaritmico
x - comprimento linear do valor do ciclo
"~ logaritmico de base 10.

a | x
0 N.E
1 0
10 m

Para o grafico em discussao, conforme o gradeamento ja mencionado :

fl

Ordenada : 2m = 7-% in = 19,05 cm

9,525 cm

3,
m = 3-1 - 1in

Hi

Abcissa : 9 %- in = 23,495 cm = (2 x 3,7190)z

3,15878 cm

it

Z

Podemos através de simples regra de tres verificar : .

Na ordenada :
z = 0,33163. (ciclo logaritmico)

Jo 1 wm = 0,0105.(ciclo logaritmico)

Na abcissa :

S lmm = 0,03166 . (2)

Esta discrepancia de graduagao correspondente a escala linear (absoluta) en
tre os dois eixos impede analises quantitativas de forma direta conforme
explicitado por F. Kottler (Distribution of Particle Sizes Part 11 - J.
Franklin Institute 250, (1950)), que recomenda o uso de Logaritmos na Base

(e) e uma relagao linear de :

T mm = 0,02 unidades do Togaritmo natuta1 (In e = 1098)

i

1 mm = 0,02 unidadesde desvio reduzido.

Istoe ; z=m




DESVIO REDUZIDO DE PONTOS SINGULARES EM RELACKO K MEDIA ARITMETICA

1 2 . . 1 .2
2440 5 0 Z,.0 - =0
Eq - o e 4" - e? (e d )
R [ (e0% 1] (e5" - 1)1/
onde + o = et T 20 (Quantil da Log-Normal)
12 1
a=c' "2 (MEdia Aritmetica)

2 2
g2 = Mt (9. 1) (Variincia)

A tabela abaixo ilustra os afastamentos em cada ramo. da curva em relacdo a Media
Aritmetica.

(Upper 9995 99.9 99,75 99.5 99 97. 95 90 75 50
e tail) . (median)
P (Lower 0,08 0.1 0.2 0.5 1 2.5 s 10 25
tail) : —
0.02 3.39 3.18 2.8 - 2.63 237 199 1.66 1.29 0.669 | oo
‘ ~219 | -3.01 —274 | ~252 | —228 | —-193 | -163 | ~127 | —0.680 '
0.04 3.49 321 298’ 2,69 2.42 2,02 1.63 1.29 0663 | o050
~310 | ~292 | ~267 | —246 | ~224 | -190 | L6l | —127 | -0.630 .

0.6 3.60 3.36 1,02 2,78 2.46 2.04 1.69 1.30 0.657 | _ 0w
~301 | -284 | -261 | =24 ~220 | 187 | -t59 | -126 | —0.6%9 ‘

0.03 LI T B W1 3.09 2.81 2.50 2,07 L 1.30 0650 | o010
~229 | —2726 | —254 | ~236 | -215 | —-185 | —157 | -125 | -04693 :

0.10 1.82 354 | 1 287 | 2.5 2.10 172 30| 0883 | oo
~283 | =260 | —248 | =230 | -211. | -t&2 | —136 | —124 | -0.697 :

012 3.93 361 324 - 293 2.60 212 1.74 131 0.635 | _4 o060
-235 | =261 | =242 | —225 | -207 | -ty | -5 | —123 | —0.701 :

IRL] 408 374 3.32 2,99 2.64 215 175 13 0623 | _aco

co w287 g =234 | =236 | —2320 | =203 | —L76 | —152 | —123 | =004

0.16 4.17 3.84 340 305 2.69 2,08 177 12 0.620 | 000

—~259 | ~247 | <230 | —21s | 198 | —-1713 | —-L50 | —122 | —0.706 e

. o4 : 429 395 | 3.8 311 2.73 2.21 i.7s 1.32 0.611 | 0 osn
: . 250 | —240 | —22¢ | —200 | -1 | —170 | -143 | —1.2t —0.708 ‘

020 4.42 4.08 3.56 ERY] 278 2.23 1.79 1.32 0602 | _, 09§
244 L =233 ] 208 | ~205 | -190 | —167 | -146 | —t14 | -0m4 | 77

0.30 TS0 4.61 3.97 3.49 3.00 2.35 1.84. 1.32 0.555 o443
© =200 | =203 | ~192 | —tg2 | 17 -153 | -136 | —~114 | ~074 :

040 | ™ 5.86 5.23 441 3.31 3.22 2.45 1.88 1.30 0502 | o
—~181 ] =16 | —168 | ~161 | —153 | =139 | —125 | -1.07 | -070% :

0.50 : 671 5.89 4.86 4.13 3.42 2.54 1.89 1.27 0444 | o '220
o =186 | 182 | —147 | ~l42 | =136 | -125 | -11s | —100 | 0695 | "%

100 1166 941 | - 690 | s 398 | 282 1.63 0.904 0145 | _ 00

' ~0.746 | =0M2 | —0735 | —0728 | -~0718 | ~0.698 | ~0674 | ~0634 | ~0527 -0}

Exemplo

para: q = 50% zq = 0
o= 1
1 s 1 2 A
{2q =% 0%) g U , .
LFa=zo o277y 0,60653 - 1 0,39347
E - " 2 = 2 =2 k S R
GB0% (@02 qy L2 (ol M2 1,3108 1,3108

% [and
&
el
=2
e
H
fan]
-
o3
<
<
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DISTRIBUICAO DE MOMENTOS

A propriedade de momentos possuirem uma_fungao de distribuicdo e peculiar de
distribuicBes cuja a variavel aleatoria seja definida no campo positivo. Por
tanto tal propriedade nao tem paralelo na distribuicdo normal de probabilida
de.

Denomina-se fungio de distribuicdo de momento de ordem r de A (u,0®) @ exX

pressio :
. : X
T r
A (x|u,c?) = = __r;/y~u Ld A (ulu,so?)
miy.
0
ru+%ﬁ& ~ o
onde m' = e como ja verificado.

TEOREMA FUNDAMENTAL :

A p - ESIMA distribuicdo de momento de uma distribuicdo Log-Normal de para
metros (u ,02) & tambem uma distribuicdo Log-Normal de parametros :

[(n + ro?), o®]"

PROVA
: X
A (3 ! 2y = L S THTT r¥o? rinu 1 1 )
WX, o) = e e v exp [ = —— (Tnu - y) ]
o YeTu o 20
-+ P20y ping - L, (Tnu = p)?2
A(xluso®) =] e 2 20* R du
0 V2T
M 1
crp-s r2o?t rlnu - 5 o (1n?u = 273nup + p?)
Ar(x[u ,0%) = ﬂf; 2 20 ¢ e du
. Yonu.o
: " (2rpo?+ rzc; - 20%r1nu + In2u -2u.1nu + p?)
A, ot) = | 8 ' 1

0 A /T T

0 Termo (2.r.w0® + r2e* = 20%.r.Inu + Tn?u = 2.u.Tnu +u?)

. du

du
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Corresponde ao desenvolvimento de [Inu ~ (u + ro®)]” como pode-se verificar

abaixo :
[lnu - (0 + r o?)]?

n2u - 2.Tnu . (u+ ro?) + (p + ro?)?

n?u - 2lnu.p - 2Inu . ro? + 42 + 2.u.r.o%+ ric*

i

c.q.d..

Portanto :

1
2r .o

0.

Aﬁ(xlu , 02) = exp & 212 [ﬁnu - (p + rcz)jz} . du
a

Podemos notar que o integrando € a funcao densidade de probabilidade
dAr(u[u + ro?, 0%) ; assim sendo :

Ar(xlu, o2) = A (x]u+ roz; o?)

ALGUNS COROLARIOS RESULTANTES DO TEOREMA FUNDAMENTAL DE DISTRIBUIGAO DE MO-
MENTOS

Corolario 1 :
.0 valor da varidvel independente correspondente a média geometri

ca de uma distribuicdo Log-Normal de momento (r) & o mesmo atinente a moda
da distribuicao de momento (r+1).

G = o * 10"
1§

= eur
MODA = eUl‘H"‘ o? - e[u + (r] )02] - o* = M + ro? - el«lr
(r+1)

Corolario 2 :

A intersecao entre as funcoes densidade de probabilidade de duas
distﬁibuiQGes de momentos de ordem consecutiva (r) e (r+1) e o valor da va
riavel independente correspondente a media aritmetica da primeira distribui-
cio. ! ,

1
fr(x) N f (X)) = x = oM + (r + 5—)02
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Corolario 3 :

A intersecdo entre a funcdo de densidade de probabilidade da dis
tribuicao de momento (r) com a da distribuigao de momento (r+2) @ o valor da
variavel independente correspondente a moda da fungd@o de ordem (r+2). Adi
cionalmente pelo Corolario 1, o valor obtido corresponde também a moda  geo
metrica da distribuigao de ordem (r+1)

F0 (1 fp) —x=e? (r+1)o?
MODA = eMr2=0t _ J[u (r42)0* ] -0 | u+ (r4l)o”
(r+2)
MG = eMrl _ M (r+1)c®
(r+1)

Corolario 4 :

A intersecdo entre a funcdo de densidade de probabilidade da dis
tribuicdo de momento (r) com a distribuigdo de momento (r+3) € o valor da
variavel independente correspondente a média aritmética da distribuigao de
ordem (r+1). Portanto este valor e o obtido pela aplicacdo do Corolario 2 as
distribuicdes (r+1) e (r+2) estdo na mesma vertical ao eixo da variavel in

dependente.
3
fY‘(x) ﬁ fY’+3(X) ~—3__._;——‘_—",;9 eu + (Y‘ + 7 )02
1 : 1
MA Mril 7 w + (r+1)o?] + 7‘02 AU (r +-%)<f \
(r+1)
CGrQ?Erio 5

_ A intersecdo entre a funcao densidade de probabilidade da distri-
buicdo de momento (r) com a da distribuicio de momento (r+4) € o valor da va
ridvel independente correspondente & media geometrica da distribuicao de mo
mento (r+2). Consequentemente, pelo Corolario 1, corresponde também a  mo
da da distribuicdo de momento de ordem (r+3).

Face ao exposto, a moda da distribui¢do (r+3), a mediana da distri
buigdo (r+2) e a intersegio citada sdo pontos de uma mesma vertical ao eixo -
da variavel independente.

W () ) e 7

MG

- elra2 | n+ (r42)0
P2 ,
MOD@ = Mre3 - o | [u ok (re3)et] - 0P | u+ (re2)o?
r

wrn BREGRTETHR
L LA
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COROLARIO 6 :

FORPE————

Fm uma familia de curvas de densidade de probabilidade correspon
dentes as distribuicbes de momento originadas de uma mesma distribuicao log-
normal, qualquer ponto de intersegao entre qualquer par de curvas apresenta
a propriedade de através de uma perpendicular tragada pela abcissa ao ponto,
limitar lateralmente areas complementares contidas sob cada curva e a abcis
sa, desde a origem.

Consequentemente, o ponto de intersecdo apresenta em relagao a
mediana correspondente, em cada curva, o mesmo modulo de desvio reduzido, al
gebricamente simétrico na sua posicdo em uma curva em relacao a outra. Tal
fato significa que a area compreendida entre a curva e as verticais que con
tem o pontoeamediana sao jdenticas em cada curva.

_I_: 2
f(x) n fulx) === x= Wrzo

f.(x) N fr+](x)t——*n——;#;» X = e
p+ (r+ %)02

f.00 N o (X) = ==X = e
w+ (r +.%)02

) N fp)=——=x= | ‘
u+ (r+ %)02

fY‘(X) m fY‘+4(X) e X = @ ‘

: . . : W+ (r 4 %)02
£00 N Fp(x)====>x=c¢

Conforme ja verificado qualquer ponto de intersecao de uma distribuicao log-
normal pode ser representado por :

- Zyp z
X = MGrcg - = MG, 09 r+h

sendo MGr = oM + ro’

if

’ u+ (r+ h)o?
MGr+h ¢
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. = ]
oMt ro? ngr
-z
ho* 0g(Zr+h r) _ :
og = e°
2 -
.ot eo(Zr_+h zr) :
2 4 ‘
ehc 4-0(Zr+h r) o1

S ho® + o (Prth T Zr) = 0

ho + (zr+h - Zr) =0
(g 7)) = oo (1)
| | poH(r + %Qoz
Sendo fr(x) N fr+h(x) > X = € ' s uma

intersecao genérica, pode-se verificar;

W+ ro® + %vo?
X = e '

Pelo teorema fundamental da distribuicao de momentos Mo = W ro’
. 4

+ 5 0%

x= e’ 2 (2)

. Em cada distribuicao o mesmo valor da variavel independente expressara

- uma ordem de quantil diversa.
H + ZyO
X = e»r : (3)
Igualando (2) a (3) :

h 2
Up + == ¢° U + 2,0
er 3 =eY‘ r

Substituindo em (1)

. h
Zegh T 3O
h
Zpah™ T 7
Assim sendo Z

[N R

r©7°

= -h
Zpth 5 O
Portanto a simetria em relagao a mediana garante a complementaridade das

areas. .
: c.q.d.




PROPRIEDADES DA DISTRIBUICAO LOGARITMO NORMAL DE DOIS PARAMETROS

- Se X for A(u, o?) distribuTdo e sendo b e ¢ constantes, onde c»o0 ( por
exemplo ¢ = e%), entdo be sera distribuido segundo A(a+ bu, b%0?)

- Se X for A (u s oi) e x for A (v, 5 o:) entao xlxzsera distribuido se-
2 2
gundo A (u1+ M, o+ o) )

COROLARIOS :

%o

a
A ('5('[ ul’o‘ﬁ) . dA (XIUZ’ 02) A (ahll'*' uz’ 0% + Oi)

i

(oo b -
- g’ A {ax luy, o}y . db (x]¥y, 02) Aa|wy-bu,; 0% + b2o2)
‘) B

o)

- Se {Xj} for uma sequéncia de variaveis Log-Normais ﬁndependentes, sendo
Ky A (Uj,Og); sendo {bj} uma sequéncia de constantes e sendo ¢ = e® uma
constante positiva,

Se ? biuy e ? b§ 03 convergirem,
entao o produto chxgj»_. serd distribuido segundo A(a + ?b”j’ng 03),
jdo-
COROLARIO: |
. Se Xj(j= 1 ....,n) sdo variaveis Log-Normais independentes de mesmos
parametros u e o*, a sua media geométrica sera distribuida segundo
A, 9—,;)

~ Se X, e X, forem duas variaveis independentes e positivas tal que seu pro
duto X,.X, seja uma variavel Log-Normal, entdo tanto X, como X, serao Log-
Normalmente distribuidos (como caso especial uma das variaveis pode ser
uma constante e a outra Log-Normalmente distribuida),
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EXPRESSAO DOS VALORES MEDIOS GEOMETRICOS DE ATRIBUTOS DE PARTICULADOS

Conforme verificado :

0

Ar(x[u 5 02) =-ﬁl~— x" . dA (x]us o) = AX|(n + ro?); o®] = A(x!ur;'cz)
r g _ ,
Fm qualquer distribuicao Log-Normal : MG =.e‘J .3 logo

. 2 2
Me, = M o g T rot _ JTnMG + v Infoy

G = 2
Tn Mur TnMG + rin cg

De uma forma genérica para a p-ésima poténcia da media geometrica do atribu
to de diametro da distribuicdo de ordem r :

MG = eHn
r

(MGp)r P M ep(u +ro?) | ep1nMG + rp 1n2qg

Tn(MGp)r = pln MG + r.plnzcg

EXPRESSTO DdS VALORES MEDI0S ARITMETICOS DE ATRIBUTOS DE DIAMETRO DE PARTICULA
DOS.

Foi verificado que :

£(x) dx  =—— | x"f(x) dx = A (x]us02) = AJX|(n + ro?; o®)
r r

0 0

Rabli +,x%fnr2]n20

i, .,
X", f(x) . dx = et *+ 5o’ o g

Entao para o primeiro momento da distribuigao de ordem r, isto e para a media

aritmetica, teremos :
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o 00
1 r
MAr = X fr(x)dx " W x.X  §(x) dx
0 0
x.f (x).dx - xr+] f(x) . dx
Y m'r
¢

r T
xnf(x)dx
o

Inm! = rin MG + —— r?in%c

r 2 g9

! : 1
Tn mr+T(r+1)1nMGv+ —5— (r+1)*In%og

mlr'ﬂ 1 2 2 A 1 2 2

InMA = 1n T (r+1)1nMG + %ng(r +2r+1)In%og = plaMG - 5- r“Inoy

, o
A, = Tn f_{!'lﬂ- = 1nMG + (r + 1) Inog

 De una forma genérica, para a p-esima potencia da média aritmetica da& distri
biicdo de ordem r (p-esimo momento);

P Ll ! 2
Pl pInMG 5 p(2r + p) In"og
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DISTRIBUIGAO EM NUMERO : ATRIBUTOS DE DIAMETRO

‘Todos os atributos de didmetro ficam determinados pelo uso da expressao :

ml
~r =rin MG +-% r21n2gy
mé 9

. MOMENTO DE ORDEM ZERO: mf = f(x)dx = No , representa a concentragao

total de particulas do aerossol em um certo local e tempo.

oo
m /Z[x.f(x).dx

. PRIMEIRO MOMENTO:—- = =z
f(x)dx

Mg
dio aritmetico, em numero, das particulas do aerossol.

= MA, , representa o diametro me

n MAN = In MG +E§ in dg

0 tamanho de particula em nimero encontra significado sanitario, por exem-
plo, na avaliacao do risco de silicose.

50

: ms sz.f(x)clx )
. SEGUNDO MOMENTO : — = - . glnt20
‘ Mo “}2 f(x).dx

[

¢
3

om 2y & 20%.1/2
M= (o 12 (e?H )
SA 0

Tn MA = 2
oA In MG+ 1 1n dg

Onde MéA representa o digmetro medio de area superficial da distribuicao

i ; v om . A 3,3 ‘s - -
en numero. No caso,{m) .mg_ T e a area superfic1a1 medja por  parti
cula.
. . .
. TERCEIRO MOMENTO : 2 x/ CIOID L B+ 45 It

)
0
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E'm; =V ; isto & o Terceiro Momento & proporcional ao volume total (V)

6
3 .
de material particulado dispersado no fluido (EHLE@EEElEl
cm®*fluido

No caso da densidade da particula ser independente do seu tamanho o ter
ceiro momento sera proporcional a massa total de material particulado.

T My o

By - V- (volume médio da partTcula)
G o (173 (3 4,5 Tntog)?
v o
Tn MA = Tn MG + 1,5 In%c
v 9

Onde Me representa o diametro meédio em volume em uma distribuicao em nu
mero.

QUARTO MOMENTO : m, =J(x‘*.f(x).d(x) : £(x)dx
0 0

E proporcional a area superficial total do material particulado que se
sedimenta a partir de um fluido estacionario. ’
Para particulas esfericas, a velocidade de sedimentagdo no regime de
Stokes e expressa por ‘

2
V.mp’m‘u- .
t P 18uf . v
- Pp - densidade da particula
uf = viscosidade do fluido

x - diametro da particula

A taxa na qual uma superficie horizontal @ cobeirta por sedimentacao  de
particulados pode ser expressa por : '

wPpd fx). ™ Pp.x?. g L d(x) o N, [’EWZ/S ]

gy M, = % ot s -
fow e 4 18pf cm?

QUINTO MOMENTO : m;m/x@.f(x).dx ./of(x)dx
0 -0

I proporcional ao fluxo de massa que sedimenta de um fluido [9/cm? 5]
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2 (&)
T.p Py x> pTX
L T LA
108.uf ° o 18uf 6

SEXTO MOMENTO :  mg =\/)& x8f(x).dx . ///, f(x)dx
o 0

E proporcional ao fenomeno de difragao de luz, causado por particulas de ta

dx . |Neo|

‘manho acentuadamente inferior ao comprimento de onda da Tuz incidente,
(Rayleigh Scattering).
0 espalhamento total de luz causado por um aerossol onde (dp<u<< X) e :

2 7% m® -1 6 '
bSCAT 5 ) .(mz " 2). I. f(x).x°. dx fé me
0
Onde:
m - Tndice de Refracdo da Particula
I - Intensidade de Luz Incidente
A - comprimento de onda
a - proporcional a.

DEMATS DISTRIBUICOES : ATRIBUTOS DE DIAMETRO

Em1qua1quer caso & utilizada a propriedade da distribuicao de momentos  da
distribuicao Log-Normal :

Ar(xlu; o”) =._%m, X dh (x|po?) = A [x|(w+ ro?); o?]

'y
Q

Acarretando :

o ~ 2
in MGr = In MG + rin dg

p
Tn(MG ) = PIn MG+ r.p n*oy
. 1
InMA = 1n LA o T MG H(r + =) TnZo
r mIY‘ ( 7 ) g
p Mrep 1 2
Tn (MA"),, = SN pIn M6 + o p (p + 2r) Inoy




Assim, por exemplo :

. Distribuicdo em superficie

- Diametro meédio em volume : MA |y

=2
SV p=.1
I M _ 4 MA L] 2
o= In My = Lan e+ - (1) [+ 2(2))] Tty
TnMA = 1n MG + 2,5 Ino
Sy g

- Media Geometrica em volume : MG

Sy
Tn MG =1 1n MG + 2(1) 1n*c

SV 9
MG =1 1Tn MG+ 2 In%o

Sy g

S InMA = Tn MG + 1. 1n2e.
Sy sy 2 9

. Distribuicao em massa ou volume

- Diametro médio aritmetico em massa : MA' 5 |r

p
1n.T=;-: Vo J__ ml 2
- In.MA' = 1 1n MG + 5 (1Y [ (1 + 2(3)] In%o
3
m,
Tn === 1In MA' = TIn MG + 3,5 Tn%o_.
my g

-~ Media Geometrica em massa : ‘MG

Tn MG' = Tn MG + 3 1n20g

1
o o3 IS 2
. 1n MA In MG» +-§m n o

[t

i D
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EQUIVALENCIA ENTRE 0S PARAMETROS DAS DISTRIBUICOES

EM NUMERO E EM MASSA

PARBMETRO VALOR EQUIVALENTE NA VALOR EQUIVALENTE NA
DE DISTRIBYICAO EM NUMERO DISTRIBUICAO EM MASSA
ATRIBUTO
Tn MG In MG' - 3 1nzog
Tog MG log MG' - 6,9078 logzog
MG
Tn MG Tn MA' - 3,5 1n209
Tog MG lTog MA' - 8,0590 109209
In MG = 1n MA = + Tn%o —
log MG = Tog MA - 1,15?3 109209 —
Tn MA In MG' - 2,5 1n269
Tog MA log MG' - 5,7565 109209
Tn MA Tn MA' - 3 1n20g
MA Tog MA Tog MA' - 6,9078 Tog?ag
Tn MA = Tn MG + %_ n%agq —
log MA = Tog MG + 1,1513 Tog®ag —
in MG + 3 1néog n MG'
Tog MG + 6,9078 1ogzcg Tog MG'
MG’
; Tn MA + 2,5 1n20g Tn MG'
Tog MA +.5,7565 109209 Tog MG'
— In MG' = Tn MA' - 3 Inog
s log MG = Tog MA' - 1,1513 10g20q
In MG + 3,5 1n26g Tn MA
log MG + 8,0590 1ogzdg Tog MA'
Tn MA + 3 Tn?og Tn MA'
MA? Tog MA + 6,9078 ]09209 Tog MA'

e

s

In MA' = 1n MG' +%—1n20g
Tog MA' = Tog MG' + 1,1513 log%oy
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EXERCICIOS RESOLVIDOS

A-1




Exemplo : A analise por microscopia otica de um "slide", Conveniente
" mente preparado com uma amostra adequadamente retirada de

uma partida de poeira previamente submetida a uma clas

sificacao por peneiramento, apresentou a seguinte contagem:

CTrculo Porton | Diametro | Mimero de
no (um) Particulas
1 1,20 8
2 1,70 28
3 2,40 68
4 3,39 96
5 - 4,80 108
6 6,79 60
7 .9,60 25
8 13,58 6
9 19,20 1

Verifique se a contagem acima enseja a qualificacao dos
resultados obtidos como uma distribuigao log-normal e de
monstre estatisticamente tal fato utilizando tambem recur
sos de representagdo grafica para comprovagao.

Determine, no caso de factibilidade do Ttem anterior, 0S
parametros que caracterizam a distribuicao em massa

Solugao :




CTrculo de |Didmetro | Nimero de | Percentagem | Percentagem A3
Porton (um) Particulas Acumulada
1 1,20 8 2,00 2,00
2 1,70 28 7,00 9,00
3 2,40 68 17,00 26,00
4 3,39 96 24,00 50,00
5 4,80 108 27,00 77,00
6,79 60 15,00 92,00
7 9,60 25 6,25 98,25
8 13,58 6 1,50 99,75
9 19,20 1 0,25 100,00
% 400 r 100
e sazayrer =m=t Loy 1o e mitace e 1T

GRAFICO N9 1 : PAPEL LOG-PROBABILIDADE

MG = 3,39 um.
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A-4

0 teste mais simples e rapido para a verificagao da log-nor
malidade de um conjunto de pontos e o utilizado no grafico
n0 1. A linha reta obtida demonstra sem qualquer duvida que
os pontos ajustam-se perfeitamente a uma distribuigao 1log-
normal. A Média Geométrica (Mediana) e o respectivo  Desvio
Padrido Geométrico ficam determinados conforme o procedimen
to assinalado no proprio grafico.

Vale ressaltar que este & um exemplo didatico e muitas ve
zes @ necessario, devido a falta de alinhamento dos pontos
amostrais, proceder-se a um teste de aderencia de log-norma
lidade antes tentar-se o ajuste da melhor reta, o que de
per-si ja @ problematico devido a escala logaritmica da or
denada que impede o tragado visual meramente intuitivo.

Para verificacdo da aderéncia a log-normalidade de amostras
a populacgOes e para o ajuste de pontos amostrais podemos
referenciar os trabalhos:

- The Goodness of fit and the distribution of particle sizes
Part I and Part II
F. Kottler
Journal of Franklin Institute 251, (1951)

? - Teste de aderéncia (Kolmogorov/Smirnov - Lilliefors)

~ PDI - 03/79 - DAID/GEE-AR/STAR/DTSA.

' Caso ndo se dispusesse do papel Logaritmo-Normal Probabili
dade o problema seria resolvido de forma analitica pela dis
tribuicao que & normal N(u ; s?), para a obtengdo da Media
Geométrica e do Desvio Padrdo Geometrico da distribuigao
Log Normal A(u , s?).

Tal procedimento & o a seguir apresentado.
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Com (u) e (s) determinados pode-se verificar :

e1,2231

MG = eM = = 3,3977 um

b+ s
e oS = (055090

09 = S - = 1,6636
me ST7 st 1,231 1. (0,5090) = 3,8677 ym

voph = ol = 155 o o(1,2231 = 0,2591) _ p oy
g = 20 HST Sy J[2.(1,2281) + (0,5090)2]_(e(o,5090)§ 1=4,4243m

REPRESENTACAO GRAFICA

Na auseéncia do papel logaritmo-probabilidade a distribuicao po
dera ser representada por histogramas adequados.

No histograma do grafico 2 (papel mono-log) verifica-se o as
pecto normal esperado devido ao tipo de coordenada usada a
Qua] traduz a relacdo numérica que as distribui¢oes Tog-normal
e normal gquardam entre si. Tal fato e bem visualizado pela po
sicdo da madia aritmetica que & a principal medida de tendén -
cia central na distribuigao normal.

No histograma do grafico 3 (papel milimetrado), foi mantida a
amplitude geometrica original, de magnitude vZ, entre os limi
tes dos intervalos de classe., Verifica-se que nestas condigﬁe;
o valor da moda esta compreendido em um intervalo de classe que
nao representa a sua posi¢ao esperada como valor de maior fre
quencia de ocorréncia. -
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0 histograma do grafico 4 (papel milimetrado) foi construido substituindo-
~se a relacdo geometrica entre os limites de cada classe por uma amplitude
aritmetica de magnitude de 2 um. Para efetivar tal fato foi utilizada a
pressuposicdo de que as frequencias absolutas para cada diametro estdo uni
formemente distribuidas na amplitude em cada intervalo de classe original.

Exemplificando para a obtengdo do intervalo de classe 00— 2 um:

Tntervalo n® Particulas
0,85 —|1,20 8
1,20—11,70 28
1,70—| 2,4 68

0 —| 2 ?

E intuitivo que o intervalo de classe (0—2um) possuira 8 + 28 + W par
tTculas, sendo (W) obtido da hipotese de homogeneidade de distribuigao pa
ra o intervalo 1,70—2,40, de amplitude 0,7 um, isto &;
0,7 um —— 68 particulas
0,3 um —— W
W= 29,14 >~ 29 particulas

0—{2 ym===>8 + 28 + 29 = 65 particulas
restando 39 particulas no intervalo 2—«~w{2,40 um

Procedendo-se sucessivamente da mesma forma,

In%ﬁ&XaTO f1 % (% A <)
0—-oy 2 8+28+29 = 65 16,25 16,25
2— 4 39496447 =182 45,50 61,75
4 — 6 T 61+36 = 97 24,25 86,00
6 ——/ 8 24411 = 35 8,75 94,75
8—/10 1441 =15 3,75 98,50
10— 12 043 = 3 0,75 99,25
1 —i14 042 = 2 0,50 ' 99,75
14 ——|16 041 = 1 0,25 100,00
I = 400 % o= 100

Nesta amplitude de intervalo de classe a moda ja aparece posicionada na

classe de maior frequencia. Se fosse adotado um intervalo de classe ain-

daninfgrjow o aumento da assimetria e o isolamento da moda seria ainda
mais hitido,
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Caracterizacdo da Distribui¢ao em Massa :

Mediana :
Tn MG' = 1n MG + 3 1nﬁog
In MG' = 1n 1,2231 + 3 1n? 1,6636 = 0,9786 um

MG' = 2,6608 um

1

Tal valor poderia ser obtido diretamente pelo grafico 5 (ABACO)  como

se seque
0 = 1,66 A ALY
Para MG = 1,2231 um
MG' = (2,175).(1,2231) = 2,6608 um

Media Aritmetica :

¢ ou

[ 1 l_ 2
Tn MA' = Tn MG' + 5 n Gg
In MA' = 1n 2,6608 + %-1n2 1,6636 = 1,108
MA' = 3,028 um
n MA' = Tn MG + 3,5 1n20g
n MA' = Tn 1,2231 + 3,5 1n® 1,6636 = 1,108
MA' = 3,028 um
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Exemplo :
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Procedeu-se a uma avaliagdo de poeira em suspensdo em um ambiente

de trabalho industrial

por meio de um amostrador pessoal provido

de um filtro membrana. A analise por microscopia otica de um se

tor circular do referido filtro apresentou o resultado que se se

gue:

dp
(um)
0,6
0,85
1,20
1,70
2,40
3,40
4,81
6,80
9,62

Verifique se o resultado acima e consistente com uma

¢ao Log-Normal e em caso positivo determine os demais

Numero de

PartTculas

92
70
78
69
49
26

7

1

medios dos atributos descritos no texto.

-~ Solugdo

| dp Qﬁmggo dg Perce?tagem Percentagen

(um) Particulas (%) Acumulada

- 0,60 92 | 23,00 23,00
0,85 70 17,50 40,50
1,20 78 19,50 60,00
1,70 69 17,25 77,25
2,40 49 12,25 89,50
3,40 26 6,50 96,00
4981 7 1,75 97,75
6,80 8 2,00 99,75
9,62 1 0,25 100,00

ﬁ 400 2’100

distribui
diametros




Por forca de se ter utilizado para contagem das particulas um graticulo de
~Porton o valor da percentagem acumulada € considerado igual ou menor que o

dizmetro associado. 7

Plotando dp(um) versus (4 AC <) em um papel Logaritmo-Normal probabilidade

ver1f1ca se que a distribuigdo & quase uma perfe1ta reta, 1sto e, a distri-

bu1gao e Log- horma1 Unimodal (existe apenas uma reta passando por todos o0s
pontos).

-

1 0.5 0, 2 0 1 0,08 0.01

TR

DISTRIBUICKO EM NUMERO ]

d = 1 um
P50y
d = 2 um
Pgs,13%
d
g m 188,182
9 d
P50y
I -
sl T‘.‘“““ifii; AR A R
; I A AR AR JER TN O 1 O
I Bl aaaa et | { I 1
0.5 ] 2 5 10 20 30 40 50 60 70 80 90 95 98 99 9%.8 959 . 99.99

Percentagem Acumulada do Niimero de Particulas Menor que Diametro

Assumindo particulas esféricas de densidade constante:

- Verificagio Da Mediana E Desvio Padrdo Geometrico:

d =1 um = MG

P50 d
d - m [mem——— | o’g 2 el 2 e P :
Pg4,13% | | 50y s




N distribuigdo normal N (y|u, o%); ¥ = log, dp

Tn MG
Tn dg

i

0 um
0,69317 wm

1
i

L
o}

In1
In 2

i
i
i

- Verificagao da Moda e da Media Aritmetica :

- L, )
. MODA = M "0 = o0~ (0,6931)

=

= 0,6185um
. MEDIA ARITMETICA :

" 1 2
B+ o) 2
WA = e 20 2 00 (0,6931)% Ly 990 i

- Diﬁmetto Medio em Volume :
Tn MA = In MG + 1,5 ’lnzog
v
Tn MA= Tn 1+ 1,5 In? 2 = 1,5 (0,4806) = 0,721

A, = 02721 L 9 056

Representa no caso a Massa Media das Particulas.

- Distribuicio em Superficie Especifica :

dSV - Diametro de uma esfera que guarda a mesma razao volume/area
o superficial externa que a particula,

Media Geometrica (Mediana)

o OME o - 2
n MGF Tn MG + rln og

para r = 2 @
G = Y, 2
.'}n MQSV Th MG + 2 In ag
IMMG =1In1 + 2 1n*2 = 2(0,4805) = 0,9609
SV

MGSV = 2,614 um

Modia Aritmetica :

pon m']r" + 1 P . ., A 1 2
Tn MA = Tn —mee = In MG + (r + ) In 9%

i
m'y
no caso ¢ r o= 2
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m'
In MASV * In 2=1n MG+ 2,6 Ino

t
m2

g

Tn MA 2,5 2 = 1,201

3,324 um

SV

14

U

MASV

- Distribuicao em Massa :

Media Geometrica (Mediana)

- Ny 2
n MGr = Tn MG + rln ogq
In MG' = Tn MG + 3 1n20g
In MG' =1In1 + 3 1n*2 = 3(0,4805) = 1,4415
MG' = 4,227 um

Media Aritmetica

m; + 1 1
TnMA, = 1n = In MG + (r + 3) In%o
r m' g
para r = 3 r
oom, 1
Tn MA' = . - = 1n MG + (3 + %) In%c
o S
= Inl+3,561n*2 = 3,5(0,4805) = 1,6818

Tn MA®
MA!

i

5,375 um

" 0s resultados obtidos aparecem a seguir graficamente representados como

. pontos singulares da distribuigdo em numero e como pontos pertencentes
as distribuicdes de momento que caracterizam cada atributo de diametro
calculado. '

Nota: Conforme teorema anteriormente apresentado uma distribuicao Log-
Normal tem a propriedade de possuir distribui¢des log-normais pa
ra seus momentos. Entretanto se o resultado de uma mensuragao di
reta de um certo atributo. de Diametro se apresentar Tog-normalmen
te distribuida, se constituindo em um momento de ordem r em rela
¢do a distribuicdo em numero, tal fato absolutamente nao garante
que as distribuig¢Ges de ordem (r - i) sejam log-normais . Por
exemplo, se a distribui¢do de diametro em massa for Log-Normal na
da se pode inferir sobre o tipo de distribuicdo dos diametros em
niimero. | | -
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Exemplo :v sendo y = Inx, e :

f(x) = L exp [ - (nx - w2 ] 3 X2 0
Y21 o.x 202
fy) = — exp | -—— (y - w)? <y <o
Y2n', o 20 '

As fungoes densidade de probabilidade das distribuigoes Log-Normal e Normal
respectivamente.

Tendo sido verificado o comportamento Log-Normal dos diametros de particula
dos em numero de uma amostra e determinado que tal distribuicao apresenta -
“0s seguintes parametros : u= o um e o® = 0,4805 um* , Fixados os seguintes va
lores da variavel independente :

Ponto n? x{um)
] 0,1000
2 0,3000
3 0,5000
4 0,6185 ’
5 1,0000
6 1,2715
7 1,6167
8 2,0561
9 2,6143

10 3,3240
1 4,2270
12 5,3750

Determine numerica e graficamente pelo uso direto e exclusivo do teorema fun
damental da distribuigdo de momentos, os cinco corolarios do mesmo apresenta
dos no texto.

Solugao : Utilizando uma calculadora programavel podemos para cada valor da
do determinar f (x) e f.(¥), levando em conta que Ar[xl(u4-o?);02].
Tal procedimento resuita nas tabelas e graficos que se seguem, de
perﬁsf auto explicativos, permitindo a verificacdo direta dos coro
larios citados no texto.




Distribuicdo Log-Normal: Curvas de Densidade de Probabilidade

i

X f(x) f(x) £(x) f(x) f(x)
: r=1 r=2 r=3 r=4
b .6 _8
0,1000 0,0231  0,0018 <10 < 2,6 x10 4,95 x 10
0,3000 | 0,4245 0,1001 0,0146 . 0,0013 0,00007
0,5000 | 0,6982 0,2745 0,0668 0,0100 0,0009
0,6185 0,7318  0,3560  0,1071 040199 0,0023
1,0000 | 0,5755 0,4526 0,2202 0,0662 0,0123
1,2715 0,4263*% 0,4262*% 0,2636 0,1008 0,0239
1,6167 | 0,2800* 0,3560  0,2800* 10,1361 0,0409
2,056 0,1630% 0,2636** 0,2636*" 0,1630% 0,0624
2,6143 | 0,0842* 0,1731** 0,2201 0,1731** 0,0842%*
3,3240 0,0386  0,1009%* 0,1630%** 0,1630%** 0,1008**
4,2270 0,0157 0,0521 0,1071%** 0,1362 0,1071%**
5,3750 0,0056 0,0239 0,0624 0,1008%*** 0,1008****
onde : * - intersecgao ¢/ f(x) *% - intersecio ¢/ f, (x)
** - intersecdao ¢/ f,(x) kidk - intersegao ¢/ f, (x)
Pts. Singulares f(x) f(x) f(x) f(x) f(x)
r=1 r=2 r=3 r=4
MODA 0,6185 1,000 1,6167 2,6143 4,2270
[fr(x)] (0,7318)  (0,4526) (0,2800)  (0,1731)  (0,1071)
MEDIANA 1,000 1,6169 | 2,6141 4,2270 6,8346
[fr(x)] (0,5755)  (0,3559) (0,2202) (0,1362) (0,0842)
~ MEDIA ARTTMETICA 1,2715  2,0560  3,3239 5,375 8,6907
[fr(x)] (0,4263)  (0,2636) (0,1064) (0,1008)  (0,0624)
M. 0 0,4805 0,9609 1,4415 1,9220
o? 0,4805 0,4805 0,4805 0,4805 0,4805

A-20
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